VERALLGEMEINERUNG DER ,BOOTSTRAP“-METHODE

297

Verallgemeinerung der ,,Bootstrap-Methode*

Hermur DREIZLER

Physikalisches Institut der Universitit Freiburg, Freiburg i. Br.

(Z. Naturforschg. 20 a, 297—301 [1965] : eingegangen am 26. November 1964)

Es wird die Verallgemeinerung einer Rechenmethode fiir Molekiile mit zwei gehindert drehbaren
Gruppen zur Bestimmung gewisser Storsummen gegeben, die zur Analyse einer Torsionsfeinstruktur
notwendig sind. Die Methode beruht auf der Unabhingigkeit dieser Storsummen von der Asymme-
trie des Molekiils und der Periodizitdt der Eigenwerte von Maruieuschen Differentialgleichungen

mit nicht-periodischen Randbedingungen.

Die Torsionsfeinstruktur der Rotationsspektren
von Molekiilen mit zwei Methylgruppen gestattet
die Bestimmung des Hinderungspotentials der in-
ternen Rotation. Die Auswertung benatigt allerdings
die Kenntnis gewisser Stérsummen, die bei der all-
gemein erforderlichen hohen Ordnung der Stérungs-
rechnung (bis 6. Ordnung) uberaus langwierig zu
berechnen sind.

Hier wird eine Methode vorgeschlagen, diese
Rechnungen zu vereinfachen. Sie ist eine Verallge-
meinerung der von HEerscHBacH ! Molekiile
mit einer Methylgruppe (Einkreisel) angegebenen
»bootstrap method“? fir Molekille mit zwei Me-
thylgruppen (Zweikreisel). Bei diesem Molekiltyp
tritt zunédchst noch eine Wechselwirkung der inter-
nen Rotation (Torsion) der beiden Methylgruppen
auf (Torsions-Torsions-Wechselwirkung, top-top-
interaction), die im unten genannten HawmivLToN-
Operator (1) durch die Koeffizienten F’, V5, V55,
V5" gekennzeichnet ist. F* laBt sich aus der Struk-
tur und den Atommassen des Molekiils berechnen.
Die Koeffizienten V5, V15" und V,” verbleiben zu-
sammen mit }y, das schon bei Molekiilen mit einer
Methylgruppe auftritt, als Bestimmungsstiicke der
Analyse. Die hinzugekommenen Koeffizienten F’,
Vis, V1o und V;,” sind die Ursache, daB sich bei
Zweikreiselmolekiilen die Storungsrechnung als so
kompliziert erweist 3.

Wir gehen aus von dem iiblichen Modell, bei dem
an einen starren asymmetrischen Rumpf zwei in sich
starre, aber behindert drehbare symmetrische Kreisel
angebracht sind. Sie werden als gleich angenommen
und sollen beide durch ein gleichartiges Hinderungs-
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D. R. Herscusacy, J. Chem. Phys. 31, 91 [1959].
Die Kenntnis der Methode von Herscupacu wird bei dieser
Darstellung vorausgesetzt.

1
2

potential beeinflufit werden. Der Hamirron-Operator

H ist?

H=H,+F(p,—Py)? + F(py—P;)*
+F{(p1—P1) (p2—Ps) + (p2—Ps) (p,—Py) ]
+ 5V x(1—cos N ay) + 8V y(1 —cos N ay)
+Viscos Najcos N a, (1)
+Vi' sinNagsinN a,
+ Vs (cosNa,sin N a, £cos Naysin NV ay).
(Fir Methylgruppen ist N =3.)

Der Term V;,” tritt nur bei Molekiilen auf, bei
denen die Achsen der internen Rotation nicht in
einer Symmetrieebene liegen ¢ [Beispiel (CH;),SO;
+ bei Cg-, — bei Cyy-Konfigurationssymmetrie,
sonst entfallt er, Beispiel (CH;),CO]. Die Bezeich-
nungen entsprechen denen von HEerscuBacH! und
Pierce 3.

Wir nehmen als Basisfunktionen nicht wie ge-
wohnlich das Produkt aus den Eigenfunktionen des
symmetrischen Grenzfalls von H, und den Eigen-
funktionen der Operatoren

Fp2+3iVy(l—-cosNa), i=1,2,
namlich
Wirm Unio,(ay) Us,o, (25), (2)
sondern
Yigu Uv,o,v,0,(91 5 25), (3)
wo die U, , , , die Eigenfunktionen des Systems

der beiden gekoppelten tordierenden symmetrischen
Oszillatoren sind. Die Bezeichnung durch die nicht
mehr guten Quantenzahlen v; v, wollen wir beibe-

halten. Die spezielle Form von U, interessiert

101 V202

3 L. Pierce, J. Chem. Phys. 34, 498 [1961].
4 R. PrtEr, Dissertation Freiburg 1964.
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zunichst nicht. Notwendig fiir das weitere ist aber,
daB der Abstand der Torsionsniveaus des gekoppel-
ten tordierenden Systems grofl gegen den Abstand
der Rotationsniveaus ist. Ist diese Voraussetzung
erfiillt, dann 14Bt sich die van Vieck-Transformation
in der iiblichen Weise zur gendherten v-Diagonalisie-
rung der mit den Basisfunktionen (3) aufgestellten
Matrix des Operators (1) anwenden. Die Matrix
ist durch die Wechselwirkung vom Typ p,P,, der
Gesamtrotation und Torsion nichtdiagonal in
(vyvs). durch die Asymmetrie des Molekiils nicht-
diagonal in K. Man erhilt damit aus (1) den fiir
ein v, 0, v, 0, giiltigen effektiven Hamirrox-Operator
CH A FYW,00, (PP 4 PP 2

l,n (4‘)
Da die Rotationsterme vernachlissigt wurden, sind
die Storsummen W vollig unabhéngig von der Asym-
metrie des Molekiils, da sich diese nur in den Rota-
tionstermen bemerkbar macht.

Eine dem Einkreiselproblem analoge Transforma-
tion 2 ;=N a;+ 7 zeigt, daB sich die Differential-
gleichung der gekoppelten tordierenden Oszillatoren
[Teil des Hamrrron-Operators (1), der nur von o;
abhiingt], auf eine Form bringen 1dBt, in der nur
die dimensionslosen Parameter

s=4Vy/FN2, X=F|[F, Y,=Vy/Vy,
Y,= V12’/ V., Y= V12"/ Vy

und die Eigenwerte

bﬂ:,ulr,a, =4 Evln,v,ag/F N2

HJKMZ', G, V503

auftreten. Diese Parameter allein treten in den Stor-
summen W auf, wie eine explizite Rechnung ver-

H. DREIZLER

deutlicht. Damit ist eine analoge Eigenschaft der W
wie beim Einkreiselproblem gegeben.

Im symmetrischen Grenzfall sind die dem Ope-

NG

Fir den Grenzfall ist damit die Storungsrechnung

rator (4) entsprechenden Energien

(I,n) K1, 1( K1,
V10,V20; 1, 1;

Ia1 =1a2.

W 1kMv, 0,050, = Ex + F\ W
l

vollstindig ausgefiihrt, denn die Matrix von (1) ist
hier auch diagonal in K. (5) liegt das in Abb. ]
gegebene Modell zugrunde, das durch 4, =4, =1,
4y =4, =0 gekennzeichnet ist. [Die Potentialterme
aus (1) wurden unveriandert iibernommen.]

1.Rotator @
2 Rotator @

Abb. 1. Fiktiver symmetrischer Grenzfall eines Molekiils mit
zwei internen Rotatoren (Methylgruppen).

(5) kann als Potenzreihe in den Variablen, die
fiir spater

Kli/l.,= —O;N/2a (6)

gesetzt werden, aufgefaflt werden.

Da E, unabhiingig von den ©; ist, ist es moglich,
g15 vou g
die Storsummen W Zl“,{; :”n

Potenzreihe mit den Ableitungen zu identifizieren:

als Koeffizienten einer

a,n) (—1)”’"” 3UFn) WiKM v 0,050 (2 7 )1*‘"
F- W V0, V30, I'n! a@ll 892’n N 91=Gz:0, (7)
speziell 1 P2 1 P2 P2
21, 21, 2 T—21,
1
W00, = pEuovole6,.- +Fp,? 2(F+F) 1 = p, P,
. . +FP0—2(F+F) " p2P:
Unser nichstes Ziel ist zu zeigen, daBl W g v,0,v0.
+F (p1p2+p2p1) (8)

auch eine doppelt periodische Funktion von @, und
6, ist. Dazu gehen wir aus von dem HamiLToN-
Operator (1), dessen kinetischer Anteil im sym-
metrischen Grenzfall nach Abb. 1 folgende einfache

Form erhalt:

wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden
F=3h(1,-1)/l.(I,-21.),
F=1h¥(I.-21),
Iy =lo=1., I,=1,.
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Eine verallgemeinerte NieLsen-Transformation der
Form

’ 1 ’ ’ IaO ’ ’
P1=P1+1?st P2=P2+1;'Pz’ P.=P, (9)
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Die Torsions-Torsions-Wechselwirkung bleibt im
kinetischen und selbstverstandlich auch im potentiel-
len Anteil erhalten.

Den Transformationen (9) entsprechen in den

gestattet eine Separation in einen Rotations- (H;) Winkelgeschwindigkeiten

und Torsionsanteil (H,). . S 711117 &1 N 1;12 &2 , &1, _ 3'!1 ’ &2, _ 0'12
= 211y (P, +P,%) + 21};le2 (H:) ) i (11)
+FpE e g oder im EuLerschen Winkel
+F (py ps’ +p2 p1) X =1+ {I:l a + II:z g s (12)

+3VN(1l—cosN o)

+ 3V y(1 —cos N a,) (H,) Mit den Definitionen der Evierschen Winkel fiir
+V 5 cos N aycos N a den Molekiilrumpf, die erste und zweite Methyl-
+ V4 sin Naysin N ay gruppe

+V4s (cos N a;sin N a, L=IR> M=X1—XR> %=J2—XR

+cos Naysin N ay). (10)  ergibt sich fiir

Es wurde auerdem ¥ = 112 (Lay g1 + a2 o + (I, —Tay —Ia2) ygr) . (13)

’ I, I,
Py = cos I, (5 Fsal Larbinin I, (+as) Py, Damit 4Bt sich jetzt zeigen, um das fir (10) zu-
stindige Eurersche Koordinatensystem ¢, 9,y et
was zu illustrieren, daf die Komponente des Dreh-
impulses in Richtung der Molekiilachse bezogen auf
dieses Koordinatensystem

1 1,
P,/ = —sin IZ (ay +as) P+ cos I (a;+a5) Py

eingefiihrt, damit
[P, p/1=0

und

[Py” Pi,] =0.

Ly (—1) +1ea(ta— 1) + Uo— Iy —Iu2) (r— 7)) =0. (14)

Die Drehimpulskomponenten des Rumpfes und der beiden Methylgruppen kompensieren sich.

Bevor wir die Eigenfunktionen von (10) betrachten, wollen wir deren Randbedingungen aufstellen, die
infolge der Transformationen (9), (11) oder (13) komplizierter wurden. Das Modell nach Abb. 1 fordert
eine Periodizitdt in y1, o, Xm-

w(}fla;{?aZR) =w(ll+2nn19 %2-1-231712, XR+2R"'R)' (15)

Auf die Variablen 7', a;’, @, iibertragen lautet die Randbedingung:

’ ’ ’ ’ 27 , B 3
w(xsa,a9) =W(7C + I: [any + Loz ny + (I, — Iy — Ia) ng] 2y +2 7 (ny —ng),as +2a(ny—ng) ) (16)
Geniherte Eigenfunktionen von (10) lassen sich wie folgt ansetzen.

(17)

wobei der erste Teil die Eigenfunktionen des symmetrischen Kreisels (H,) sind. Im zweiten Teil sind die
M g.,,,, nichtperiodische Eigenfunktionen der beiden in (10) enthaltenen Maruieuschen Differential-Glei-
chungen. Die Wechselwirkung zwischen den beiden Methylgruppen ist also vernachldssigt. Man kann mit
einer Entwicklung 3 ' ¢y s, ¥ jkMv,0,0,0, » Mit noch zu bestimmenden ¢ 4,4, zu den exakten Eigenfunk-

’L.‘vz b . . .
tionen 1 der gekoppelten tordierenden Oszillatoren gelangen. Uber o, 6, wird nicht summiert, da die (10)
entsprechende Matrix in o, 0, diagonal ist. Die ¢, ,, hingen aber noch von ¢, 0, ab.

Nach Froquers Theorem kann man von den M einen periodischen Anteil

YyRMvyoyve0s = Sikm (D @) €KY Mi o (a)") Mko,o, (25),

Py (@) = YAPexp{i(kN+0;) o}
k=—o0

5 Bei Verwendung der nach 3 symmetrisierten v laufen die Summationsindizes v, v,=00, 01, 02, 11, 03, 13:555 =
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abspalten, wobei die 4 ;") noch niiher zu bestimmen sind. Nach Umordnung sind die exakten Eigenfunk-
tionen, wobei die f; reelle Konstanten und unabhingig von v; sind,

VsJKMw; veae = Syxm (9, ) eXP{i K Z,} exp{i al, fl} exp{i a2' f2}

oo

2 Y e A Aexp{i(k N + o,) a, Yexp{i(j N +0,) a5’} . (18)

k,j=—00 v,vs

Die Randbedingung (16) fiihrt fiir die Eigenfunktionen (18) zu der Bedingung

K
L. (lang +lasng + {1, — Iay —Ias} ng) + f1(ng —ng) +fy(ny—ng)) =n (19)

mit n, n;, n, und ny ganzen Zahlen. (19) laBt sich mit f;= — K I4;/I. erfiillen.

Fiir den Torsionsanteil von (18) schreiben wir jetzt
exp{ioy o'} exp{ioy a0y} YByjexpl{i kN oy} exp{ijNay'} (20)
kj=—o0

mit 0/ =0;—Klufl,,  Brj= X0y, APIA.

(20) fiihrt mit der Eigenwertgleichung, die H; von (10) entspricht, zu einer Rekursionsformel fiir die
By;, die komplex ist, falls Y35 0.
(YQ—Y1—12 Y3 602) B]\-Al,j_l =+ B]‘-‘jﬁl— (Y2+ Y1+L2 Y3 6(,‘1‘7)31;4_1.]',1
—{—Bk_lyj—}-{A—Mk—M]-~2XVMA.M]~} B/;_j‘*' B];,__]_]' (21)
— (Y2-|-Y1~i2 Ysécl\')Bk—l,j+l —+ Bk,j+1+ (Yz—Yl+i2 Y3 6C2) Bk*l.j&l =0

i 16 ' ¢ s 3
mit M;=-—(Nl+06,)2% wobei m={fir [={ und
N2s /

dcy=1, Ociy=0 bei cy-Konfigurationssymmetrie, dc;y =1, dcy =0 bei civ-Konfigurationssymmetrie
und Eigenwert
A= (4‘/3) (b r,olvlaz_s) .
Mit verschwindender Torsions-Torsions-Wechselwirkung X =Y, =Y, =Y;=0 und damit auch

2 \
’ = . - 4 8
B,‘,J-=A§CLI)A5_L,), A=l +i= l s (bl'm.- — )

2
i=1

resultieren zwei unabhingige Rekursionsformeln, die der des Einkreiselproblems entsprechen. Die Rekur-
sionsformel (21) fiihrt zu einem unendlichen, homogenen Gleichungssystem, dessen Determinante gleich
Null gesetzt die Eigenwerte A bestimmt.

Die Eigenwerte .1 sind Funktionen von ;" und 0,". Sie sind doppelt periodisch, da sich die Rekursions-
formel mit 0/~ 0, + N reproduziert, weil der Index i im M; von — ~ bis ~ lduft. Sie sind gerade Funk-
tionen, da mit 0, — —0,’, 0,"— —0," die Rekursionsformel (21) mit M;— M _; in das konjugiert Kom-
plexe mit negativen Indizes tibergeht. Da A als Eigenwert eines hermitischen Operators reell ist, ist

Afe) 05} = A(—0,, -84} .
Wir konnen jetzt ansetzen
N2 N? (s A
W ikm v, 0,00, = Ex +E v,0,0,0, = Ex + F 5 bo,o,v,0 = Ex+F 5~ g 4+s)

9 oo 22
W 1kMv,0,v508 =Er+F% Y (wpcos (O — Oyp) cos m (O — Oy) (22)

l,m=
' By sin (0 — Byy) sinm (O — o))

. 2x K1 2n
mit @i’: - *[’V*' 1;‘, @i0= - N g;,
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da H; in (10) symmetrisch beziiglich einer Vertau-
schung der beiden Methylgruppen ist (Vertauschung
der Indizes 1 und 2), ist

O = D D = Oy

Weiter ist @;, =0, wenn [=0 oder m=0.

Die Gln. (7) und (22) bilden wie bei Hersch-
BacH ! die Gln. (17) und (16) die Basis der An-
wendung. Man bestimmt zunéchst fiir eine geniigend
grofle Anzahl von Werten ©,, und @,, bei ©;=0,
beispielsweise @; =0, Op=m, Oy=3%n, Op=13m,
die Eigenwerte b, , , , von Systemen tordierender
Oszillatoren, gekennzeichnet durch die Parameter
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s, X, Yy, Y,, Y;. Unter der Annahme einer guten
Konvergenz bricht man (22) nach einigen Gliedern
ab und bestimmt die Koeffizienten ®;, und @, .
Die Storsummen W r“o’l’{,’:“! sind dann nach (7) die

Ableitungen von (22).

Ich danke Herrn Prof. Dr. M. Havasui, University
of Hiroshima, Japan, fiir eine anregende Korrespon-
denz. Ein von ihm noch nicht veroffentlichtes Manu-
skript zeigte mir nachtrdglich, dal} er unabhéngig die

»Bootstrap“-Methode in analoger Weise verallgemeinert
hat.

Herrn Dipl.-Phys. F. Mo~nie danke ich fiir die kri-
tische Durchsicht des Manuskriptes.

Das Mikrowellenspektrum von Aceton im Torsionsgrundzustand

R. Perer und H. DrE1ZLER

Physikalisches Institut der Universitdt Freiburg i. Br.

(Z. Naturforschg. 20 a, 301—312 [1965] ; eingegangen am 4. November 1964)

In Erweiterung der Arbeit von SwaLex und Costaiy wurde das MW-Spektrum von Aceton und
Aceton-dg im Torsionsgrundzustand vermessen. Die Auswertung der Torsionsaufspaltung mit einer
optimalen Anpassung ergab das Hinderungspotential V3, Richtung der Drehachsen der Methyl-
gruppen und deren Trégheitsmoment. Der durch die Torsion modifizierte Stark-Effekt wurde unter-
sucht. Das Dipolmoment wurde iiber die Diagonalisierung der Energiematrix berechnet. Dieses
exaktere Verfahren, angewendet auf den asymmetrischen starren Rotator, zeigt Unterschiede zur
Storungsrechnung 2. Ordnung nach Gorpex und Wirsox.

Das MW-Spektrum von Aceton und Aceton-d-6
wurde von SwaLen und Costain 1959 1 bearbeitet.
Sie geben neben einer Naherungsstruktur erstmals
eine Analyse der Torsionsfeinstruktur des Rota-
tionspektrums eines Molekiils mit zwei behindert
drehbaren Methylgruppen. Die Analyse fiihrte zu
etwas unterschiedlichen Hinderungspotentialen in
(CH;)»CO und (CD;),CO.

In der vorliegenden Arbeit sollte festgestellt wer-
den, ob sich durch die Erweiterung der Stérungs-
rechnung von der 2. auf die 4. Ordnung ? die Hinde-
rungspotentiale dndern und einander annihern. Da
Aceton ein niedriges reduziertes Hinderungspoten-
tial s besitzt und deshalb eine starke Wechselwirkung
zwischen der Gesamtrotation des Molekiils und der
internen Rotation (Torsion) enthalt, war zu erwar-
ten, dafl sich hier alle besonderen Eigenschaften
eines durch die Torsion gestorten Rotationsspektrums
herausstellen wiirden. Von besonderem Interesse ist

1 J.D.Swartex u. C.C. Costawy, J. Chem. Phys. 31, 1562
[1959].

darunter die Anderung des Stark-Effektes gegen-
iiber dem starren Rotator, die sich auf die Bestim-
mung des Dipolmoments auswirken kann.

Experimentelle Ergebnisse

Die in Tab. 7 und 8 am Schluf} dieser Arbeit an-
gegebenen Linien von (CH;),CO bzw. (CD;),CO
wurden mit einem 32 kHz Stark-Effekt-MW-Spektro-
graphen mit frequenzstabilisierter Strahlungsquelle
(Carcinotron)3 zwischen 8 und 37 GHz vermessen.
Die Spektren beider Molekiile gehren zum Torsions-
grundzustand.

Im Spektrum des normalen Aceton zeigt sich die
erwartete weite Torsionsaufspaltung, die fiir jeden
Ubergang bis zu den maximal vier moglichen Satel-
liten fihrt. Die groflte beobachtete Aufspaltung
betrug 1,4 GHz, im allgemeinen lagen die Auf-
spaltungen fiir hohe positive und negative 7-Werte

2 H. Dreizter u. H. D. Ruvoren, Z. Naturforschg. 17a, 712
[1962].
3 H. D. Ruporen, Z. Angew. Phys. 13, 401 [1961].



